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CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 


GUILLAUME BULTEAU 


Abstract. Soit n un groupe de presentation finie. Pour une classe 
d’homologie h non nulle dans Li’„(7r;Z), Gromov a enonce (dans |Gro83| . 
§6) I’existence de cycles geometriques qui representent h, de volume 
systolique relatif aussi proche que Ton vent de celui de h, pour lesquels 
on dispose d’un controle sur le volume des boules dont le rayon est plus 
petit qu’une fraction de la systole relative du cycle. L’objectif de cette 
note est d’expliquer ce resultat et d’en presenter une demonstration 
complete. 
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1. Introduction 

1.1. Le cadre et le but. Dans la suite vr designera un groupe de presenta¬ 
tion finie et n ^ 2 est un entier. Considerons I’espace d’Eilenberg-MacLane 
K{tt, 1) et prenons une classe d’homologie h dans Hn{TT‘,Z) qui, par defini¬ 
tion, est le groupe d’homologie Hn{K{TT,l)-,Z). Rappelons que iir(7r, 1) est 
un CW-complexe connexe tel que 7ri(il'(7r, 1)) = vr et TTi{K{TT, 1)) = 0 pour 
tout i ^ 2 entier. Un tel espace est unique a type d’homotopie pres (voir 
|Hatr)2 ] ). 

On appellera cycle geometrique representant h un triplet (U, /, g) ou 

• V est une pseudo-variete orient able de dimension n; 

• / : U ^ ^(Tr, 1) est un application continue telle que 
f*[V] = h, [U] etant la classe fondamentale de V et 

u Hn{V;Z) ^ Hn{TT;Z) 

etant I’application induite par / au niveau des groupes 
d’homologie; 

• g une metrique riemannienne lisse par morceaux sur V. 


Les dehnitions precises des objets qui interviennent ci-dessus sont rap- 
pelees au paragraphe ll.SI Une representation (U, /, g) de h sera dite normale 
lorsque / induit au niveau des groupes fondamentaux un epimorphisme. On 
pent noter que toute classe entiere est representable par un cycle geometrique 
et cette representation pent etre normalisee (voir [Bab06| b 


Soient {V,f,g) un cycle geometrique representant h et v G V. On note 
syst^{V,f,g) la longueur du plus petit lacet c de point initial v dans V tel 
que le lacet foe soit non contractile dans K{7r,l). On dehnit encore la 
systole relative de (U, /, g) par : 

syst(U, /, g) = inf syst^ (U, /, g) 
vev 


Le volume systolique relatif de (U, /, g) est alors : 


<7(U,/,5) 


vol(^,g) 

systiV, f,g)^ 


Cela permet de definir le volume systolique de h notee cr(/i), qui est 
I’infimum des cr{V,f,g) lorsque (y,f,g) decrit la collection des cycles geo- 
metriques qui representent h. 

Lorsque h ^ 0, selon Gromov (voir |Gro83j . § 6), on a a{h) > 0. Cepen- 
dant on ne sait pas si cet infimum est realise, ni quelle est la structure des 
pseudo-varietes qui le realisent eventuellement. Dans le cas ou la classe h est 
realisable par une variete, on sait qu’il coincide avec le volume systolique de 
n’importe quelle representation normale par une variete de h, voir [Bab06| . 
[BabOSj et |Bru08j . Rappelons que le volume systolique d’une variete com- 
pacte M de dimension n est donne par : 


■ t vol(M,ff) 

a{M) = mf--—— 

g syst{M,gy 
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oil I’infimum est pris sur toutes les metriques riemanniennes sur M et oii 
syst(M, g) designe la longueur du plus petit lacet non contractile dans (M, g). 
On salt aussi, d’apres un resultat de Babenko et Balacheff (voir [BBlOj l. que 
toute classe entiere h dans Hn{'K]'L) admet une representation normale par 
une pseudo-variete admissible V (i.e. telle que tout element de ’KiiV) pent 
etre represente par un lacet qui ne rencontre pas le lieu singulier de B) et 
qu’alors le volume systolique de h est donne par : 

^ ^ol{V,g) 

a(h) = ml--——, 

g SYst{V,f,g)^ 


oil I’infimum est pris sur toutes les metriques polyedrales sur V. 

Pour un panorama de la geometrie systolique, on pent consulter [KatOT] . 


Le but de ce texte est de proposer une demonstration detaillee du resultat 
suivant, du a Gromov (voir |Gro83| page 71), dont la preuve existante est 
tres lacunaire. 

Theoreme A. Soient vr un groupe de presentation finie et h une classe 
d’homologie entiere non nulle dans -f7„(7r; Z). Pour tout e g] 0, ^syst(l/, /, g)[, 
il existe un cycle geometrique {V, /, g) representant h tel que : 

(1) cr{V,f,g) ^ a{h) +e. 

(2) Pour R £ [e, i syst{V, f, g)], les boules B{R) de rayon R dans V 
verifient : 

voliB{R)) ^ AnR^ (1) 

pour une certaine constante universelle An, qui ne depend que de la 
dimension de h. 

Un tel cycle geometrique est dit e-regulier. 

Pour illustrer de maniere elementaire ce theoreme A, donnons une idee de 
la maniere dont I’inegalite ([T]) sur le volume des boules permet de preciser 
la topologie des cycles geometriques e-reguliers. 

Soit {V,f,g) un cycle e-regulier qui represente une classe d’homologie 
non triviale dans Hn{TT','ld). Considerons un systeme maximal Bi, ... ,Big 
de boules ouvertes disjointes de V de rayon Rq = ^ syst(P, f,g). Les boules 
concentriques 2Bi, ..., 2B]y de rayon 2Rq recouvrent V. Appelons Af le nerf 
de ce recouvrement. II s’agit du complexe simplicial construit de la maniere 
suivante : 

• Les sommets pi,...,pN de Af sont identifies avec les 
boules du recouvrement ; 

• Deux sommets pi et pj sont relies par une arete lorsque 
2Bi n 2Bj 7^ 0; 

• Les sommets pig,..., Pi^ forment un simplexe de dimen¬ 
sion p de A/ lorsque : 

n • • • n 2 Bi^ / 0. 

On pent alors borner le nombre de simplexes de dimension k de Af en 
fonction du volume systolique (T{h) de la classe h. Par exemple, on a 

No 

voliV,g) ^ Yl^oliBi) ^ NoAnRl 

i=l 
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ce qui permet de borner le nombre de sommets A^o de M en fonction de 

Gromov utilise le theoreme A afin de relier des proprietes topologiques de 
h au volume systolique. Plus precisement, ces cycles reguliers permettent a 
Gromov d’obtenir des inegalites entre le volume systolique et deux invariants 
topologiques importants de la classe h, qui sont : 

• La hauteur simpliciale hs{h) de h & Lfm(7r;Z), qui est le nombre 
minimal de simplexes de toute dimension d’un cycle geometrique 
qui represente h] 

• Le volume simplicial ||h||^, defini comme I’infimum des sommes |rj 
sur toutes les representations de h par des cycles singuliers reels 

Gromov a notamment obtenu les resultats suivants (voir |Gro83j , theoreme 
6.4.G” et theoreme 6.4.D’ et |Gro96] . paragraphe 3.G.3). 


Theoreme 1 (Gromov). Soitn un groupe de presentation finie, h G Lfm(7r;Z), 
une classe d’homologie non nulle de dimension m ^ 2 . 

(1) II existe deux constantes positives Cm et C'm, qui ne dependent que 
de m, telles que : 

a{h) ^ Cm - 

exp{C^^yln hs{h)) 

(2) II existe une constante positive C'm qui ne depend que de la dimension 
m telle que : 


a{h) ^ c; 


(ln (2 + ||/i||^))' 


Le theoreme A a notamment encore ete utilise dans [Sabn 6 | . page 168, afin 
de determiner une borne superieure sur la iL-entropie de ces cycles. Avant de 
donner le resultat obtenu, precisons la definition de la Lf-entropie d’un cycle 
geometrique {V, /, g) qui represente une classe d’homologie non triviale dans 
i/„( 7 r;Z). L’application / induit un morphisme /* : vri(P) —>■ vr au niveau 
des groupes fondamentaux. On note H le noyau de /* et on considere le 
revetement galoisien V ^ V associe au sous-groupe distingue H de TTiiV). 
Notons encore 5 la metrique induite par celle de V sur V et fixons vq dans 
V. Soit vq un releve de vq dans V. L’entropie volumique de {V, /, g) associee 
a H (ou iL-entropie) est alors : 

EntniV, f,g) = lim ^ logvolg{B{vo, R))- 

it^+oo ix 


Sabourau a etabli le resultat suivant. 


Theoreme 2 (Sabourau). Pour tout cycle geometrique {V,f,g) e-regulier 
qui represente une classe d’homologie non triviale dans Hn{TT]’L), on a : 


EntH{V,g) ^ 


IIsysi{V,f,g) 


V ) 
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ou a ^ e, /? > 0, 4a + /3 < ^ et la constante An est donnee par le theoreme 

A. 

1.2. Idee generale de la demonstration. Pour demontrer le theoreme A, 
on suivra la procedure donnee par Gromov dans |Gro83j . qui est la suivante. 
On part d’un cycle geometrique (V, f, g) representant la classe d’homologie 
h dans i/,i(7r;Z) tel que, pour ei > 0, on ait : 

cr{V,f,g) ^ cr(/i) +ei. 

Le but est alors de couper les “mauvaises boules” dans ce cycle. Mais il n’y 
a pas de procedure constructive pour faire cela. On va, dans un premier 
temps, plonger V dans un espace K{V) (appele extension du cycle V) qui 
possede de belles proprietes : 

• On y controle la systole relative de certains cycles geo- 
metriques qui representent h ; 

• Les cycles dans K[V) verifient une bonne inegalite iso- 
perimetrique (voir theoreme [5]) , qui est une consequence 
de I’inegalite de remplissage de Gromov dans les espaces 
de Banach (voir |Gro83] . |Wenn8] ou [GutOb ] ). 

La premiere partie de ce texte est consacree a la construction de I’espace 
Kiy). Rappelons que si X est un espace metrique compact, I’application 
X !->■ dist(.,x) est un plongement isometrique de X dans I’espace de Ba¬ 
nach B{X, IR) des functions bornees sur A, muni de la norme de la conver¬ 
gence uniforme (c’est le plongement de Kuratowsky). La construction de 
I’image V de V dans K{V) est une variante de ce plongement. Gependant 
I’extension K{V), qui est compacte, permettra beaucoup plus de souplesse 
que de travailler dans .S(R, IR). 

La suite de la demonstration consiste a montrer le resultat intermediaire 
suivant. 

Theoreme B. Soient h une classe d’homologie non nulle dans iL„(7r;Z), 
e > 0 et {V, /, g) un cycle geometrique de dimension n ^ 2 qui represente h 
tel que a{V, f) ^ a{h) +e. Soit a dans ]0, ^ syst(R, f,g)[- II existe une suite 
de cycles geometriques {Vi,fi,gi) dans K{V) qui representent h tels que : 

(1) vol(Vi) —> vol[R'] (oil V' est I’image de V dans K{V)); 

2 ^ + 00 

(2) Pour R € [a, ^syst(R, /, g)], les boules B{R) de rayon R dans chaque 
Vi verifient : 

yoI{B{R)) ^ An{R-aT 

pour une certaine constante universelle An qui ne depend que de la 
dimension de h. 

Pour demontrer ce resultat, on considere une suite minimisante, pour le 
volume homologique de V , de pseudo-varietes dans K{V). De cette suite, 
par un argument de compacite, on montre que I’on peut en extraire la suite 
de cycles geometriques {Vi,fi,gi) du theoreme iBl 

Pour terminer la demonstration du theoreme A, il ne reste plus qu’a rem- 
placer, dans le second point du theoreme m syst{V,f,g) par syst {V, fi, gi). 
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1.3. Pseudo-varietes et volumes des chaines. Avant de commencer, 
rappelons rapidement la signification de quelques notions utilisees dans ce 
texte. Pour plus de precisions, on pent consulter |Spa95| . 

Une pseudo-variete de dimension n est un complexe simplicial fini K tel 
que : 

• dim AT = n; 

• Chaque simplexe dans K est face d’un simplexe de dimension n 
(homogeneite de la dimension); 

• Chaque simplexe de dimension n — 1 est face d’exactement deux 
simplexes de dimension n (pas de bifurcation); 

• Des que cr et r sont deux simplexes distincts de dimension n dans 
K, il existe une suite cii = cr,..., cXp = r de simplexes de dimen¬ 
sion n dans K tels que pour tout i dans {l,p — 1} les simplexes cij 
et crj_|_i aient une face de dimension n —1 commune (forte connexite). 


II est equivalent de dire qu’un complexe simplicial K est une pseudo- 
variete de dimension n lorsque K est de dimension n et lorsqu’il existe un 
sous-complexe T, C K verifiant les trois proprietes suivantes : 

• dimS ^ n — 2 ; 

• AT \ S est une variete topologique de dimension n dense dans K ; 

• L’espace AT \ S est connexe. 


Dans la suite, toutes les pseudo-varietes considerees sont supposees orienta- 
bles. 


Definissons maintenant la notion de metrique riemannienne sur un polye- 
dre. On suit pour cela |Bab06] ou [Bab02| . Soit P un polyedre (espace 
topologique muni d’une triangulation) fini. Une metrique riemannienne sur 
P est une famille de metrique {ga)ae'S, ou S est I’ensemble des simplexes de 
P, qui verifie : 

• Chaque est une metrique riemannienne lisse a I’interieur 
de a ; 

• Des que ai et <72 sont dans S, on a I’egalite 


ffcri |(7in(T2 9<T2 lcrino '2 


Un polyedre riemannien est alors un espace de longueur pour la distance 
induite par cette famille de metriques. Pour simplifier les notations, on 
designera par une seule lettre g la famille (fi'(T)o-es et on dira que g est une 
metrique riemannienne lisse par morceaux sur P. Le volume vol{P,g) est 
alors correctement dehni de maniere evidente. 


On aura besoin aussi de dehnir une notion de volume pour les cycles 
(lipschitziens) dans un espace metrique (X, dist) (voir |Cro83] . page 11). 
On note A'^ C le (?-simplexe standard de IR'^^^. 

Definition 1. Soit a : A"? —> X un simplexe (lipschitzien) dans X. Le 
volume de a dans (X, dist) est I’inhmum des volumes de A'^ muni d’une 
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metrique riemannienne G telle que a soit une contraction de (A'^,distg) sur 
{X, dist), on distg est la distance induite par Q. 

Lorsque c = fcjCJj est une g-chaine singuliere (/ est une partie finie de 
iei 

IN, les ki sont des elements de Z), le volume de c dans (A, dist) est alors : 

vol(c) = '^\ki\ vol(cTi). 
iei 

Remarque 1. (1) Lorsque ^ C A, si c est une chaine dans A alors son 

volume dans {X, dist) et dans {A, dist^) coincident, ou dist^^ est la 
restriction a A^ de dist. 

(2) Supposons que X soit un polyedre, dist etant la distance induite 
par une metrique riemannienne g sur X. Pour un cycle lipschitzien 
cr : A'J —)• A, le volume de a dans (A, dist) est alors vo1((t) = 
vo1(A,cj*5) = vol(cr, 5 ), oil a*g est la metrique “tiree en arriere” 
sur A'^ (rappelons que cr est presque partout differentiable). 


Remarque essentielle 2 . La definition [T] permet de definir le volume vol(c) 
d’une chaine c dans (IR^, || ||oo). Pour des sous-varietes de IR^ cette no¬ 
tion de volume coincide avec le volume hyper-euclidien, appele aussi volume 
riemannien inscrit (voir [(IroSSj page 32). Precisons cela. 

Soit V une sous-variete de dimension q de IR^. Le volume hyper-euclidien 
de V est defini par : 


volheiV) = infvol(P,c/), 
a 

I’infimum etant pris sur toutes les metriques riemanniennes g sur V telles 
que, sur chaque espace tangent, on ait || ||^ ^ || ||^ (oil || \\g est la norme 
euclidienne induite par g). II existe d’ailleurs une unique metrique gue sur 
Ppour laquelle cet infimum est atteint (voir par exemple |Iva09j ). Ainsi 
Y0\he{V) = Y0\{V,ghe)- 

Si maintenant a : A'^ —?■ V est un simplexe differentiable dont le jacobien 
est de rang maximum, alors son volume dans (IR^, || fg^) n’est autre que 

vol((T, ( 7 /ie)- Puis la classe fondamentale de V peut etre representee par un 
p 

cycle cy = (Tj oil (Ti,..., cjp sont les simplexes de dimension g de P, et il 


vient : 


vol(cy) = ^vol(cri) = '^Mol{ai,ghe) = yol{V, ghe)- 


2=1 2=1 

Cela est encore vrai lorsque V est une pseudo-variete. 


Dans la suite, on ne considerera que des cycles c dans IR^, pour un certain 
N fixe, et vol(c) designera le volume de c dans (IR^, || ||oo). 

2. Extension des cycles geometriques 

2.1. Complexes cubiques. On va d’abord definir la notion de complexe 
cubique, que Ton utilisera pour la construction de I’extension KiV) du cycle 
geometrique (V,f,g). On considere un ensemble non vide X, ainsi que 
I’espace de Banach (;S(A, IR), || ||^) des functions bornees sur X. 
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Definition 2. On appellera cube standard sur X I’ensemble : 

Cube{X) = {ipe J3{X,M) \ (Vx G X) (0 ^ ip{x) ^ 1)} 

Pour X dans X les faces associees d x sont les parties suivantes de Cube{X): 

= {(^ G Cube{X) I ip{x) = 0} et = {(f ^ Cube{X) \ (p{x) = 1} . 

Remarquons que si X est de cardinal 1 alors Cube{X) est isometrique a 
[0,1] et si X est de cardinal N, Cube{X) est isometrique a [0,1]'^. On pent 
definir une notion plus generale de face pour cube{X) de la maniere suivante. 
Par exemple, pour x dans X, il existe une isometrie ifx '■ CubeiY) —>■ 
ou F = X \ {x}. Les images par ifx des faces de Cube{Y) seront encore 
appelees faces de Cube{X). On pent d’ailleurs iterer cette definition tant 
que Y est de cardinal superieur a 1. 

Definition 3. Soit E un espace metrique. Lorsque X est un ensemble, un 
cube sur X dans E est une partie K de E telle qu’il existe une isometrie 
■0 : Cube{X) K; les faces de K sont alors les images par 0 des faces de 
cube{X). On dira encore que E est un complexe cubique lorsque Ton peut 
ecrire 

e = \Jk, 

iei 

ou les Ki (appeles briques de E) sont des cubes sur un certain ensemble Xj 
qui verifient la contrainte suivante : pour i ^ j I’intersection Ki 0 Kj est 
soit une face (au sens generalise) commune a Ki et Kj, soit le vide. 

Un sous-complexe cubique d’un complexe cubique K est un complexe cu¬ 
bique inclus dans K dont les briques sont des faces de K. 

Exemple 1. (1) Soient m un entier relatif, X un ensemble et x G X. 

L’ensemble K des ip G R(X, IR) telles que 0 ^ p{x) ^ 1 et m ^ 
ip{y) ^ m + 1 pour tout y dans X \ {x} est un cube sur X. En effet, 
c’est I’image isometrique de Cube{X) via I’application <f> : i-)- 0 ou 

0(x) = (p{x) et 0(y) = p{y) m pour tout y dans X \ {x}. 

(2) [0,1] X {0} est un cube sur F = 0 dans IR^ et c’est une face du cube 
(sur X = {*,□}) [0,1]2. 

(3) Soit X un ensemble non vide. Pour x dans X, I’ensemble E des 
If G R(X, IR) telles que ^^(x) = 0 et m ^ ^{y) ^ m. -|- 1 pour tout y 
dans X \ {x} est une face de Cube{X). 

(4) IR-^ est un complexe cubique sur tout ensemble X de cardinal X... 

(5) Pour tout ensemble X, B{X, IR) est un complexe cubique sur X : la 
famille d’hyperplans affines {{ip G R(X,IR) | p){x) = 

decoupe R(X, IR) en cubes sur X. 

(6) Lorsque X est un espace topologique, toutes les constructions prece- 
dentes sont encore valables si on remplace le Banach (R(X, IR), || ||^) 
par le Banach (L°°(X), || ||^) des fonctions boreliennes bornees sur 

X. 

Remarque 3. Dans la suite, quelque soit le complexe cubique inclus dans un 
espace L°° considere, on supposera qu’il est muni de la metrique de longueur 
associee a la distance induite par || ||^. En particulier, pour p et if dans un 
tel complexe cubique, on a aura \p — 0||^ ^ dist(99,0). 
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On aura besoin par la suite du resultat suivant. 

Theoreme 3. Soit e dans ]0, ^[. Pour tout complexe cubique K, il exists 
une application affine par morceaux Rf. : K ^ K qui envois le e-voisinage 
de tout sous-complexe eubique K' de K sur K'. 

Demonstration. Regardons ce qui se passe pour le complexe cubique [0,1]. 
On prend Tapplication : [0,1] —)• [0,1] dont le graphe est donne par la 
figure m 



Figure 1. L’application 


Si maintenant K est le cube [0, 1 ]^, on prend Re{x) = (re(xi), ..., r^ixN)). 
De maniere plus generale, si X est un ensemble non vide et si -R = Cube{X), 
on prend 

Rs : ip r^o (f. 

Dans le cas le plus general ou RT = Ri, on note : Ki ^ cube{Xi) une 

iei 

isometrie. Des que ip ^ Ki, on pose alors : Rs{ip) = r^ o 'ijji{ip). □ 

2.2. Des complexes cubiques particuliers. On considere un cycle geo- 
metrique {V,f,g) ainsi qu’une partie finie Vq = ■ ■ ■ j de V. Pour 

tout i dans N} on considere I’application : F —> [0,1] definie par : 

Xi{v) = min(dist(n, Vi), 1) 

ainsi que I’application : V ^ IR'^ definie par : 

Io{v) = (xi(n),... ,XAr(u)) 

Remarque 4. Pour r/ > 0, on pent trouver Vq suffisamment dense dans V tel 
que, pour tout {v,v') € avec dist(n,u') < on ait : 

dist(u,'(;') -rj ^ ||-^o('f^) - ^oK)||oo ^ dist(n,u'). 

Lorsque V est une variete riemannienne, on pent conclure (voir [GutObj l que 

(1 - 7y)dist(n,n') ^ ||/o(^') -4K)|L ^ dist(n,u'). 
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Construisons maintenant un complexe cubique a partir de V et d’une 
partie finie Vq de V de cardinal N. Pour tout v dans V notons K{v) la face 
de plus petite dimension de [0,1]^ qui contient o Iq{v). Par exemple si 
= 3, en notant J = o /g on a : 

• Si J{v) = (*, 0,0) avec * G [e, 1 — e] alors K{v) = [0,1] x 
{0} X {0}. 

• Si J{v) = (*, P,0) avec * G [e, 1 — e] et G [e, 1 — e] 
alors K{v) = [0,1] x [0,1] x {0}. 

On prend maintenant I’union de toutes ces faces K{v), pour v decrivant 

P. 

Definition 4. Le sous-complexe cubique de [0,1]-^ constitue de bunion de 
tons les cubes K{v) pour v decrivant V s’appelle une extension du eyele 
geometrique {V,f,g). Ce complexe cubique sera note K{V) : 

K{V) = U K{v). 
vev 

Remarque 5. Ce complexe cubique Kiy) depend de V, mais aussi de Vq et 
e < i. II sera interessant lorsque Vg est a-dense dans V pour a suffisam- 
ment petit, ou a-dense signifie que tout point de V se trouve a une distance 
inferieure a a d’un point de Vq. 


Lorsque Vq = {ui,... ,UAr} est suffisamment dense dans V, K{y) est un 
complexe (cellulaire) de dimension au plus N — 1. 

Plus precisement, pour i dans {1,... , A^}, notons AT* le cube defini par 
Xi = 0 i.e. ; 

Ki = {(xi, .. .,xn) G [0,1]^ I Xj = 0} . 

Chaque Ki contient J{vi). Si maintenant Pg est a-dense dans P avec a ^ 
e, pour tout v dans P il existe alors j dans A^} tel que dist(u, Vj) ^ e. 

II en resulte que J{v) G Kj et ainsi : 

N 

K{V) C U K,. 

i=l 

L’espace K[V) est done Indus dans une union de faces de dimension N—1 
de [0,1]-^. Mieux, sous les conditions precedentes, des que m est un point 
de K{V), m admet au moins une coordonnee nulle. 

Remarque 6. (1) Avec les notations ci-dessus, si v et v' dans P sont 

tels que J{v) et J{v') vivent dans un meme cube Ki, pour un cer¬ 
tain i dans , A^}, alors on a dist(u,P) ^ 2e et, en particulier, 

dist(u,P) < 1. 

En effet, puisque J{v) et J{v') sont dans Ki, on a 

min(l, dist(u, Vi))) = 0 = r£( min(l, dist(u^, Uj))), 

ce qui impose dist(u, Vi) ^ e et dist(u', Uj) ^ e; il vient alors 
dist(u, v') ^ 2e < 1. 
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(2) Lorsque Vq est une partie infinie de V, la meme construction s’adapte. 
Pour V dans V, K{v) est alors la plus petite face de CubeiVo) 
qui contient J{v). Dans ce cas K{V) est une union de faces de 
Cube{Vo) C ^6(1/0)11^)) et, lorsque Vq est suffisamment dense dans V, 
chaque K{v) est contenu dans une face pour un certain w dans 
Vo (pour les notations, voir la definition [2] page [8]) . 

Remarque 7. Dans |(iiro83j § 6.2, Gromov a introduit la notion de (5-complexe 
cubique pour <5 > 0 : dans la definition de Iq, on remplace Xi{v) par 
min(dist(i;, Uj), (5). Le complexe cubique obtenu Ks{V) C [0,(5]-^ depend 
alors en plus du clioix de 6. 


2.3. Plongement d’un cycle geometrique dans son extension. Con- 
siderons maintenant I’application J : P —)• K{V) definie par 


J = Re oIq 


On pent noter que J est lipscliitzienne de rapport 


1 

1 - 2e’ 


( 2 ) 


Exemple 2. Prenons pour V un cercle de perimetre 1 et Vq = 

Ainsi Vq est a-dense dans V pour a = |. La figure [2] montre alors J(V) en 
gras ainsi que K{V) qui est tiachure, pour £ = \- 



Figure 2. Plongement du cercle V de perimetre 1 dans K(V). 

En prenant pour V un cercle de perimetre 2 et Pq = {O, |, |} on obtient 
alors la figure O on I’image de P et K{V) sont confondues (avec e = |). 



Figure 3. Plongement du cercle P de perimetre 2 dans K(V). 
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Ces exemples elementaires suggerent que J : V K{V) est un plonge- 
ment, lorsque Vq est suffisamment dense dans V. 

Theoreme 4. Pour e suffisamment petit et Vq suffisamment dense dans V, 
Vapplication J est injective. 

Demonstration. Soient v et v' dans V. Remarquons que, si J(v) = J(v'), 
alors, pour tout i dans A^} tel que dist(u,Uj) G [e, 1 — e], on a 

dist(vi,v) = dist(i;i, u'). Supposons que dist(u,i;') ^ 2e. II existe Vi dans Vq 
tel que dist(i;i, u) SiO<a<e<^ona immediatement dist(u', Vi) > e 
et ainsi re{xi{v)) = 0 7 ^ r^{xi{v')). II en resulte que J{v) 7 ^ J{v'). 

Supposons maintenant que V soit un simplexe euclidien de dimension n et 
qu’il existe deux points distincts v et v' dans V qui verifient J(v) = J{v'). Si 
w est un point de Vq tel que dist(u, w) € [e, 1—e] on a dist(u, w) = dist(u', w), 
done tons les points de Vq situes a une distance comprise entre e et 1 — e 
de V appartiennent alors a I’hyperplan mediateur de v et v'. C’est une 
contradiction lorsque £ est suffisamment petit et Vq suffisamment dense dans 
R. 



Figure 4. Plongement d’un simplexe. 


Supposons maintenant que V soit un polyedre euclidien. Soient v et v' 
deux points distincts dans V qui verifient dist(i;, v') ^ 2 e. Appelons a un 
simplexe de dimension n contenant v. L’ensemble des points w de a tels 
que dist{v,w) = dist(i;',i/;) est de dimension inferieure a n — 1 . Ainsi, si on 
pent trouver w dans a tel que dist(rc, v) = 3s et B{w, 2s) n a soit non vide, 
pour Vq suffisamment dense dans V, il y aura dans cette boule un point de 
Vq qui distinguera v et v'. Mais pour s suffisamment petit, on pent toujours 
trouver une telle boule. 

Enfin, par exemple d’apres |CMS84] . lorsque V est quelconque on pent 
I’approcher par des polyedres euclidiens tout en gardant systole relative et 
volume aussi proche que Ton veut. □ 

Remarque essentielle 8 . Designons par : V ^ V I’homeomorphisme re- 
ciproque de J : V ^ V = J{V). On a alors, au niveau des groupes 
d’homologie de dimension n : 


/* o [V'] = h. 
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Ainsi, si go est la metrique sur V' fournie par la remarqueO {V', f o ip^ go) 
est un cycle geometrique qui represente h. 

, 'lb 

v - - - 




K(7r,l) 

Notons, pour la suite, f = f o ip- 

2.4. Une inegalite isoperimetrique dans K[V). Les cycles des com¬ 
plexes cubiques satisfont a une inegalite isoperimetrique remarquable, qui 
jouera un role essentiel dans la demonstration du resultat principal. Avant 
d’enoncer ce resultat, il est necessaire de preciser certaines notions. 

Lorsque z est un cycle de dimension n dans un espace metrique, le volume 
de remplissage de 2; dans X (comparer a |Gro83j page 12) est : 

Vol Remp(z C X) = inf {vol(c) | c chaine de dimension n -|- 1 dans X de bord z} 

Theoreme 5. Soit K{V) une extension d’un cycle geometrique {V,f,g). 

II existe deux constantes et pin telles que tout cycle z dans KiV) de 
dimension n et de volume vol(z) ^ an soit le bord d’une chaine c dans 
K{V) de dimension n + 1 qui verifie : 

(1) vol(c) ^ pin (vol z)~^ done Vol Remp(^;) ^ pin (vol z)~^. 

(2) c est contenue dans le voisinage tubulaire de rayon En = pin (vol 2)" 
de z. 

Demonstration. Soit z un cycle singulier de dimension n dans K{V) C IR^. 

Un resultat de Gromov (voir |Gro83j 4.2 et 4.3), dont une preuve detail- 
lee se trouve dans dans |Gut06j . assure I’existence d’une constante Cn (ne 
dependant que de la dimension du cycle z) et d’une chaine ci dans IR'^ telle 
que dci = 2; qui verifie : 

TT'^h 1 

(1) vol(ci) ^ Cn (vol z)~ ; 

(2) Cl est contenue dans le voisinage tubulaire Tube(z,e„) 
de rayon = (n -|- l)Cn (vol z)^ de 2; dans IR'^. 

On pent aussi comparer ce resultat a I’enonce donne dans |Gro99j page 
266. Soit > 0 tel que la relation vol(2;) ^ an implique que e = En = 

(n -|- 1)C'„ (vol z)n <1. On pent prendre par exemple : 

~ 4^ (n-bl)’^C'^ 

On pent alors considerer la retraction du theoreme [3l pour le complexe 
cubique IR'^, qui fournit une chaine C2 = Re(ci) de dimension n -|- 1 dans 
Kiy). Mais on a dRe{ci) = Rir{dci) = Re{z), done cette chaine ne convient 
pas tout a fait. 

Notons que, pour tout t dans IR, on a |r£(t) —1| ^ e. Ainsi, pour tout x 
dans IR"', \\Re{x) — x|| ^ e. On considere, pour tout x dans z, le segment 
Sx de IR'^ d’extremites x et Re{x) : ce segment est de longueur inferieure 
a e. De plus, si x est dans une face de K{v) alors Re{x) est dans cette 
meme face : il en va done de meme du segment Sx- On considere alors le 
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cylindre C constitue par z, Re{z), ainsi que les segments Sx, pour x decrivant 
z. Ce cylindre est une chaine de dimension re + 1 dans K(y) dont le bord 
est dC = z — Re{z). Son volume verifie I’inegalite grossiere : 

vol(C) ^ e(vol(z) + vol(i?£(2:))). 

On pose maintenant c = C 2 + C. C’est une chaine de dimension re + 1 dans 
K{V). On a : 

dc = dc 2 + dC = z. 

De plus, Re etant lipschitzienne de rapport ^ 2, il vient : 
vol(c) ^ 2 ”'''^vo 1 (c 2) + vol(C) 

^ C'n(volz)^ + (re + l)C'n(vol z)" (vol z + 2”vol z) 

^ a(2’^+i + (re + l)(l + 2’^))(volz)^. 

Ainsi vol(c) ^ /?„ (vol z)~^, oil 

/l„ = C'42-+i + (re + l)(l + 2-)) (4) 

Enfin, tout point de C est a distance inferieure a e de z. Si maintenant x 
est dans ci alors : 

dist(-Re(x), z) ^ dist(i?£(x), x) + dist(x, 2;) 

< e + e = 2e = 2C'„(vol 2;)" 

< ^„vol(2;)~ 

II en resulte que c est contenu dans le voisinage tubulaire de rayon e = 
/3n(vol 2;) n de 2; dans K{V). □ 

Remarque 9. Le meme type de demonstration s’applique a un complexe 
cubique quelconque. 

3. Lien avec les systoles relatives 

3.1. Une autre definition de la systole relative. Avant de poursuivre, 
on a besoin de quelques precisions sur les revetements. On considere toujours 
un cycle geometrique (U, /, g) ainsi que le revetement galoisien p : V ^ V 
associe au sous-groupe distingue ker/*, oil /* : 7ri(U) —> vr est I’application 
induite par / au niveau des groupes fondamentaux (pour plus de details, voir 

|Hatr)2 ] ). Notons q : K{7 t, 1) —> iL(7r, 1) le revetement universel de K{tt, 1); 
I’application / : U —>■ iL(7r, 1) est recouverte par une application continue 

f : V ^ K{Tr,l) telle que le diagramme suivant commute. 

V AXM) 

p q 

V -^ A:(7r,l) 

/ 

On notera L = G(V) le groupe des automorphismes de ce revetement, que 
Ton peut considerer comme un sous-groupe de vr, puisqu’isomorphe a Im/*. 
II existe une unique distance dist sur V pour laquelle L agit par isometrie 
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sur V et telle que / soit une isometrie locale (voir [BBIOlj page 84). On a 
alors le resultat suivant. 

Theoreme 6. Avec les notations ci-dessus : 

sysi(y, f,g) = inf ^dist(y,'y-v) \v eV et 7 €r\{lr}| (5) 

Demonstration. Prenons u € P et 7 dans P \ {Ir}- On pose v = p(v). 
Prenons c un chemin minimisant entre v et y -v. On a done : 

dist(i;, 7 • v) = long(c) = long(c) 

oil c est le lacet p o c de point base v. Montrons alors que foe n’est pas 
homotope a un point dans K{7r, 1). Le lacet foe n’est autre que le lacet 
q o f oc. Mais c(l) = 7 • u done, / etant equivariante : 

fil-v) = j-f{v). 

Comme 77 ^ Ir, on a /(u) / 7 • /(u) done foe n’est pas homotope a un 
point. 

Soit maintenant c un lacet dans V tel que long(c) = syst{V,f,g). On 
pose V = c(0) et on prend un releve v de v dans V. II existe alors un unique 
chemin c : [0,1] —)• P tel que c(0) = v et p oc = c. En notant 7 I’element de 
P tel que u • 7 = c(l), on obtient : 

dist(i;, 7 • u) ^ long(c) = syst(P, /, g), 

ce qui acheve la preuve de ([5]) puisque 7 / Ir- □ 

Remarque 10. Ce theoreme permet de definir la notion de systole relative 
dans un cadre plus large. Soient V une pseudo-variete et /' : P' —)• iP( 7 r, 1). 
Lorsque V est munie d’une metrique de longueur d' , la systole relative 
syst(P',/', d') a alors un sens. Supposons maintenant que V soit incluse 
dans K{y). Notons doo la distance de longueur induite sur V' par la norme 
I Notons encore d' la metrique de longueur induite par la metrique 
riemannienne lisse par morceaux sur V' fournie par la remarque El On a 
alors doo ^ d' et ainsi syst(P', /', doo) ^ syst(P', /', d'). 

3.2. Systole relative des cycles geometriques dans K{V). On sup¬ 
pose construite une extension K{V) du cycle geometrique {V,f,g) pour 
laquelle J : P — K{V) est un plongement, a partir d’une partie Pq suff- 
isamment dense de P, et on note comme precedemment V' = d(P). On 
va montrer que I’on peut controler la systole relative de certains cycles 
geometriques inclus dans K{V) et qui representent h. On considere un 
cycle geometrique {V,f,g). Quitte a multiplier la metrique initiate g par 
une constante, on peut supposer que syst(P, f,g) = 2 (ce qui ne change pas 
a{V,f,g)), et on fait cette hypothese dans toute la snite. On consid¬ 
ere maintenant I’application / : P —?• dL( 7 r, 1), 011 df(vr, 1) —)■ K(tt, 1) est le 
revetement universel de K(tt, 1). On note Vq le releve de Vq a P. 

Regardons quelques consequences de I’hypothese syst(P,/, 5 ) = 2. Sup¬ 
posons que V et w dans P verifient dist(u, td) ^ 1. On a alors, pour tout 
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7 7^ Ir dans T : 

2 ^ dist(n, 7 • n) ^ dist(n ,■j ■ w) + dist(7 ■ w,'~f -v), 

Mais r agit par isometries sur V : dist(7 ■ w,j -v) = dist( 5 ;,n). II vient 
done : 

dist(n, 7 • ui) ^ 1. 

Une consequence est la suivante. Supposons que v, w dans V ei a dans 
r verifient dist(n, a • ni) ^ 1 . Pour tout /? 7^ Ir dans P, on a done dist(n, j3 ■ 
{a ■ w)) ^ 1 . Prenons maintenant 7 7^ a dans P. Avec /? = 70“^ (qui est 
different de Ir) on obtient : 

dist(n, 'j ■ w) ^ 1. 

Pour Ip E L°°{Vo) et 7 E P, on considere I’element 'y ■ ip de L°^{Vq) defini, 
pour tout w G Vq, par : 

7 • ip{w) = ip{'y~^ ■ w). 

On definit ainsi une action de P sur L°°(Vo). 

Appelons maintenant D un domaine fondamental (connexe) de Paction 
de P sur V. Pour v G D, on considere Papplication : 

Io{v) : Po ^ 11 

j jmin(l,dist(p(n),p(ni))) si ni E-D n Po; 

dennie par : 1 q[v){w) = < 

I 1 sinon. 

Lorsque 7 E P \ { 1 ^}, on pose encore : Io{'y ■ v) = 'y ■ Io{v), de sorte que 
Jo : P —t L°°(Po) est une application P-equivariante. 


Example 3. Illustrons cette construction avec un exemple elementaire (voir 
figure [5]). On prend pour P le cercle ^]/q ^ 2 - ^ote [x] la classe de x 
dans P et on prend Pq = {[0], [|], [|]}. On a ici P = Z, P = IR et Pq = |Z. 
On choisit D = [0,2[. L’application /o(0) est definie par : 


/o( 0 )(x) 


0 si X = 0 

2 • 2 

<3 SI X = 3 . 

1 sinon 

\ 


A titre d’exemple, par definition, pour x reel, on a : /o(2)(x) = /o(0)(x — 2). 


Revenons a la construction generate. Prenons v dans P et considerons le 
cube K{v) C L°°(Vo) (voir S 12.21) . Pour ip dans K{v), on definit un element 
if de L°^{Vo) (de la meme maniere que pour Jq ci-dessus) en posant, pour 
u; E D n Pq et 7 dans P \ {I 7 } : 

(p(w) = ip{p{w)) et ^(7 • u;) = 1 . 

Lorsque v est dans D et verifie p{y) = v, on note K{v) I’ensemble des (p 
dans L°°{Vo) ainsi construites a partir des elements p de K{v), et, pour 7 



CYCLES GEOMETRIQUES REGULIERS 


17 



Figure 5. Un exemple elementaire 


dans r, on pose : 

-v) = j ■ K(v). 

Remarque 11. Soil v dans V. Pour tp dans K{v), il existe toujours deux 
elements w et w' de Vq tels que ip{w) = 0 et ip{w') = 1. En effet, I’application 
ip est construite a partir d’un element p d’un certain cube K{v) de K{V), 
et on a vu (voir remarque[ 6 ]) que Tune des coordonnees de p est nulle. 

Notons maintenant la retraction du complexe cubique L°°(Vo) fournie 
par le ttieoreme[3l On pent construire, de la meme maniere que pour V, une 
extension K{V) = KiV, Vo,s) de V, a partir de I’application J = o Iq. 

Avec les notations ci-dessus, pour tout v dans V, le cube minimal K{v) 
de L'^iVo) qui contient J(v) n’est autre que le cube K(v). 


Lemme 1. Le groupe T agit sans point fixe et totalement discontinument 
sur K{V), de sorte que : 

pr : K{V) = K{V) 

est un revetement regulier. 


Demonstration. Soit p dans K{V). On considere la boule ouverte 
C/ = |i/) G K{V) I dist(^ — V') < • 

Prenons 7 dans P \ {Ir}- Raisonnons par I’absurde et supposons que 7 • 17 0 


U / 0. II existe alors ^ U telle que 
pageE]). Par inegalite triangulaire, on o 

'll) — j 


p — 'j ■ Ip 

itient : 

< 1 . 


< i (voir remarque [3] 


( 6 ) 


La fonction ip appartient a un certain cube K{v). Supposons que v (z D. II 
existe w dans VoCiD tel que ip{w) = 0 (voir remarque fTT|) . Or ip{^~^ -w) = 1, 
de sorte que ip{w) —'j ■ ip{w) = 1, ce qui contredit ([ 6 ]). Si maintenant 

V ^ D, on dispose de a G P, de v' dans D et de ipo dans K{v') tels que 
Ip = a ■ ipQ. L’inegalite ([ 6 ]) implique alors, pour tout w £ Vq : 
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et on pent conclure a une absurdite de la meme fagon. Ainsi Paction de T 
sur K[V) est sans point fixe et totalement discontinue. 

Enfin, pour ^ dans K(y), la classe pr{(p) est representee par un element 
^0 d’un certain cube iP(i;) de KiV) ou v est dans D. Notons v = p{v) € V. 
Alors pr{po) n’est autre que I’element cpo de K{v) defini, pour w € Vq, par : 

(/?o('»^) = Poiw), 

oil w ^ D r]p~^{w). On a ainsi = KiV). □ 

On pent noter que Papplication J : E —> K{V) est encore lipsctiitzienne 
de rapport et que le diagramme suivant est commutatif : 


V K(V) 



V — K(V) 

Lemme 2. Soient v et v' des points dans V. On note Ki = K(v) et 

K2 = K{v'). _ 

Si pour m ^ 1 entier on a dist(u, u') ^ m alors : 

dist(Ari, K 2 ) ^ m. 


Demonstration. Rappelons que Ki et K 2 sont les cubes minimaux dans 
K(y) qui contiennent respectivement J(v) et J{v'). 

On precede par recurrence sur m ^ 1. Montrons le resultat pour m = 1. 
On suppose que dist(?;, u') ^ 1. On choisit un point w de Vq suffisamment 
proche de v, de sorte que J{v){'w) = 0 et J{v'){w) = 1. Par minimalite 
de Ki et K 2 , pour tout ip dans Ki et tout V' dans K 2 , on a ip{w) = 0 et 
'iji{'w) = 1, done 


1 = 


iji-ip 


^ dist('0, p). 


II en resulte que dist(iPi, K 2 ) ^ 1. 

Supposons maintenant le resultat vrai pour un certain entier naturel m. 
Soient v et v' dans V tels que dist(u, u') ^ (m + 1). On prend un plus court 
chemin dans K(V) entre les cubes Ki et K 2 et on prend un point x sur ce 
chemin pour lequel dist('E, iPi) = 1. Ce point x, par construction de K{V), 
appartient a un certain cube minimal K{w) pour un certain point w deV. 
Comme 1 = dist(A'i,'E) ^ dist(J(u),x) on a : 


dist(Ai,A’ 2 ) = dist(Ai, x) + dist('z;, A 2 ) ^ I + dist{K{w), K 2 ). (7) 

De plus dist(u;,u) ^ 1 (puisque dist(Ai, A'(rc)) ^ 1). Ainsi on a 

dist('w;,u') ^ dist(u, u') — dist('ui,u) ^ dist(u, u') — 1 = m. 

Le resultat etant suppose vrai au rang m, on a dist{K 2 , K{w)) ^ m. On 
pent done conclure, via ([7|), que le resultat est vrai pour m + 1. □ 

Lemme 3. L’application /' ; P' —)■ K{'k, 1) (voir^ se prolonge en une 
application continue F ; K{V) —)• 
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Demonstration. Soit V le releve de V a K{V). Notons f : V ^ K{Tr,l) 
I’application equivariante qui releve f' : V' ^ 1) : 

V' —^ K{^1) 

pAy, q 

V K{^,1) 

Soit A une partie de K(y) qui contient exactement un representant de 
chaque orbite de Faction de T sur K(y), et qui est d’intersection non vide 
avec V. Puisque est simplement connexe, la restriction de /' a 

A n V, se prolonge en une application continue f'l : A U P' —>■ K{'k, 1). On 
prolonge alors cette application /' en une application equivariante 

F : K{V) ^ 1^1), 

en posant, F{'y ■ v') = 7 • f\{F). Cette application F induit alors une 
application continue 

F : K{V) K{7r,l) 

telle que le diagramme suivant commute, ou q : K(tt,1) —)• K{7r,l) est la 
projection canonique. 

K{V) —^ K(^) 

pr q 

KiV) —y K{n,l) 

Cette derniere application F prolonge f. □ 

Soit maintenant V" une pseudo-variete de dimension n plongee dans 

m 

K{V). Sa classe fondamentale est representee par un cycle cy» = (Jj 

i=l 

ou {(Ti,..., Um} est rensemble des simplexes de dimension n qui represen- 
tent V". Ce cycle pent aussi bien se considerer comme une chaine singuliere 
de K{V), qui est clairement un cycle. On confondra par la suite cy" et V". 

Definition 5. On dira que les pseudo-varietes Y' = J(P) et V sont homo- 
logues dans K{V) lorsque les cycles cv et c\/» representent la meme classe 
dans Hn{K{V);'L). 

On munit V de la metrique riemannienne g" fournie par la remarque [21 
page m On a vu que {V',f',g') est un cycle geometrique qui represente la 
classe h dans i/,i(7 r;Z) et que I’application f :V' ^ K{tt, 1) se prolonge en 
une application continue F : K{V) —)■ Notons f la restriction de 

F a V". 


Theoreme 7. Soit V” une pseudo-variete, homologue a V' dans K(V). Le 
cycle geometrique iV'', f",g") represente la classe h. Si de plus le cycle 
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{V,f,g) est normalise, i.e. lorsque Im/* = tt, oil /* : iLiiV) —>■ tt, alors : 
syst{V", /", g") ^ syst(y, /, g), 

Demonstration. Rappelons que Ton a suppose syst{V,f,g) = 2 . Notons /' : 

^ Hn{TT-,Z), fj : Hn{V"-'L) ^ F„( 7 r;Z) et F* : Hn{K{V);Z) ^ 
if,i(7r;Z) les morphismes induits au niveau des groupes d’homologie. On a 
alors : 

= F4cv"] = F4cv>] = m'] = h. 

En effet, montrons que F^[cv"] = f"[V"] (la seconde egalite resultant du 
fait que V” est homologue a V' dans K{V)). Pour cela, regardons ce qui se 
passe au niveau des complexes de chaines. Rappelons que le cycle cv", qui 
represente la classe fondamentale \y''] dans Hn{V”;7j), pent etre considere 
comme nn cycle de K(y). Nous mettrons (J en indice pour les applications 
induites au niveau des complexes de chaines. Designons par C une chaine 
(cycle) de dimension n dans R(7r, 1 ) qui represente la classe h" = fi'[V'']. II 
existe C' chaine de dimension n + 1 dans K{ 7 r, 1 ) telle que f"{cv") = C + dC. 
Comme F prolonge /" a K{V), on a F^{cv") = f"{cv") et ainsi : 

Ffiicv") = C + dC'. 

II en resulte que F(((cy/) est homologue a C done F^[cv"] = 

Passons a I’inegalite concernant les systoles relatives. On se rappelle tout 
d’abord que 

syst(R") = inf |dist(n",7 • n") | v” G V" et 7 € G{V") \ { 1 ^( 1 ^')}} ’ 

oil V —)• V" est le revetement associe au sous-groupe ker/'' de 7ri(R") 
et G{V") est le groupe des automorphismes de ce revetement. Soit v” G 
V C K{V), cette derniere inclusion resultant du fait que {V,f,g) est un 
cycle normalise. Pour 7 dans G{V") \ on choisit un cube Ki de 

K{V) qui contient v". Par construction de K{V), il existe v dans V tel que 
Ki contienne J{v). Le cube K 2 = 7 • iLi contient alors 7 • v", ainsi que 
7 • J(u) = J(7 • u). II vient ainsi : 

dist(i ;'',7 -v") ^ dist(iLi, iL 2 )- 

Comme syst{V,f,g) = 2 ^ dist(i;, 7 • v), on obtient, d’apres le lemme [2] 
applique a m = 2, dist(iLi, K 2 ) ^ syst(I/, f,g). Ainsi ; 

dist(u", 7 • u") ^ syst(R, /, g). 

Cette derniere inegalite etant valable pour tout v" dans V", on obtient le 
resultat souhaite, via le theoreme 1 □ 

Remarque 12 . On pent toujours supposer, et ce sera le cas dans la suite, que 
le cycle geometrique initial {V,f,g) est normalise : voir [BabObj . 
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4. Preuve des theoremes a ET B 

4.1. La preuve du theoreme B. On part d’un cycle geometrique (P, f,g) 
(normalise, voir remarque ci-dessus et theoreme [7|) qui represente h tel que 
syst{V,f,g) = 2. On choisit une partie Vq de V, suffisamment dense dans 
V, ce qui permet de construire, pour e > 0 suffisamment petit, le complexe 
cubique KiV) ainsi que la pseudo-variete V' = JiV) de KiV) (voir la re¬ 
marque El). 

Introduisons maintenant une notion particuliere de volume d’une classe 
d’homologie a dans Pour a dans Hn{K{V);Z), on considere 

I’ensemble C{a) des pseudo-varietes de dimension n incluses dans KiV) qui 
representent a. On pose : 

vol(a) = inf {vol(c) | c € C'(a)} . 

Notons, par abus, [P'] la classe d’homologie de cy/ dans KiV). On ap- 
pellera suite minimis ante (pour vol[P']) une suite q de pseudo-varietes dans 
K{V), homologues a P', telle que : 

vol(ci) —> vol[P']. 

+00 

Si une suite minimisante (c*) converge au sens de Hausdorff vers une partie 
compacte W de K{V), on dira que W est minimale lorsqu’aucune partie 
propre de W (i.e. aucune partie incluse dans W et distincte de W) n’est 
limite de Hausdorff d’une autre suite minimisante c' dans KiV). 

Rappelons aussi ce qu’est la distance de Hausdorff. Soit (A, dist) un 
espace metrique. Notons IC{X) I’ensemble de toutes les parties compactes 
de X. Pour A C A et e > 0, on pose : 

tube(A, e) = {x € A | dist(x. A) < e} 

Pour A et B dans /C(A), la distance de Hausdorff entre A et B est : 

dist'^(A, B) = inf {e > 0 | A C tube(H, e) et B C tube(A, e)} 

On sait alors que (/C(A), dist^) est un espace metrique, qui de plus est 
compact lorsque A Test. On utilisera dans la suite les resultats suivants 
(voir [BBIOlj l. 

Rl. Si (Ap) est une suite dans /C(A) telle que Ap —> A E 

+ CO 

/C(A), pour disty^, alors A est exactement I’ensemble des lim- 
ites des suites convergentes (xp) dans X telles que Xp E Ap 
pour tout p E IN. 

R2. Si {Ap) est une suite decroissante (pour I’inclusion) 
dans /C(A), alors elle converge pour dist-^ vers Ap dans 

peiN 

A(A). 

Lemme 4. On peut choisir une suite minimisante (p) de pseudo-varietes 
dans K{V) qui converge pour la distance de Hausdorff vers une partie com¬ 
pacte minimale, notee Woo, de K{V). 
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Demonstration. Soit W I’ensemble des parties compactes de K{V) qui sent 
limites de Hausdorff de suites minimisantes, muni de la relation d’ordre 
partielle C. On montre que e’est un ensemble inductif au sens suivant : 
toute partie totalement ordonnee de W admet un minorant dans W. Le 
lemme de Zorn fournira alors un element minimal Woo de W. 

Soit Wo une partie totalement ordonnee de W. On ecrit Wo = {Wa)a^A- 
On considere : 

Koo= f] Wa. 

aeA 

C’est une partie compacte de K(V). On montre alors qu’il existe une 
suite (VFj)ig]N dans Wo, decroissante pour I’inclusion, telle que : 

i^oo=n w,. 

ieIN 

En effet, pour i dans IN, notons Ui le voisinage tubulaire ouvert de Koo 
de rayon dans K{V). Fixons i dans IN. Le complementaire Fi de Ui 
dans K{V) est un ferme de KiV) : c’est done un compact. De plus, comme 
Koo C Fi, on a : 

C U Oc., 
aeA 

oil Oa est le complementaire de Wa dans K{V). Par compacite, il existe 
une partie finie Bi de A telle que ; 

P* c U Op. 

/3eBi 


Ainsi, Wp C Ui. 

P&Bi 

Comme Bi est une partie finie de A, I’ensemble {Wp}^^^^ admet un plus 
petit element, que Ton note Wi. On a alors Wi G Wo et Koo C Wj C Ui. 

II en resulte que : Koo = 0 Comme on pent de plus imposer 


ieiN 

Bi C Bi+i pour tout f € IN, la suite (IW)ig]N est decroissante. 

Montrons maintenant que Koo £ W. Pour j G IN, chaque Wj est dans W 
: il existe done une suite minimisante (c|)jgiN telle que ; 




H 

i^ + OD 


W, 


Pour tout j dans IN, il existe kj G IN tel que pour tout i ^ kj on ait : 


vol(c|') - vol[P'] 




Puis, comme 


d 



Wj, il existe ij G IN tel que, pour tout i ^ ij, on ait : 


distn{4,Wj)^2-^ ( 8 ) 

On construit alors une suite minimisante (c' ) en posant, pour tout j dans 
IN ; c'j = d^. oil ij = max{kj, £j). Il s’agit bien d’une suite minimisante 
puisque pour tout j entier naturel on a ; 

|vol(Cj) — vol[P']| ^ 2~d 
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Puis, on sait que Wi — > K^o (c’est la propriete R2). Ainsi, pour tout 
e > 0, il existe jo entier tel que, pour tout j ^ jo, on ait : 

dist^(Wj, AToo) < £• 

D’apres ([SD on a : dist^(c'-, VPj) ^ 2“A Pour j ^ ji convenable, on a 
done : 

dist^Cc'-, AToo) ^ £• 

Ainsi, pour j ^ max(jo,ji), il vient, par inegalite triangulaire : 

dist^(c', AToo) ^ dist-K(c'-, AToo) + dist^(A'oo, Wj) ^ 2e 

ce qui prouve que la suite (c' ) converge au sens de Hausdorff vers AToo- H 
en resulte que Koo est un minorant dans W de Wq- D 


On pent noter qu’il n’y a pas forcement unicite de la partie minimale 
compacte Woo de K{V). On aura besoin, pour la suite, des deux resultats 
suivants. 


Lemme 5. Soient O^a^/3 et c > 0 des reels, ainsi que a : [a, fi] —)• IR* 
et V : [a, /?] IR"^ des fonctions. On suppose que : 

.R 

HI. Pour tout R G [a,/?] on a v{R) ^ / a{t) dt; 

J OL 

n 

H2. Pour tout R G [a, j3] on a v{R) ^ c[a{R)] . 

Alors, pour tout R dans [a,P], on a : v{R) ^ ^ {R — a)^. 


f 

Demonstration. Pour tout R dans [a,/3], on pose A{R) = / a{t) dt. Pour 

J a 

n 

tout t dans [a,/?], selon HI et H2, on a : A{t) ^ c[A'(t)]'*-i, ce qui amene : 


- 


A'jt) 

A(t)'^ 

En integrant, pour R dans [a, fd], on obtient : 


n 


A(yR) n — A{ci) 1 




{R — a). 


1 


Comme A{a) ^ 0, il vient, pour tout R G [oi,f3] : A{R) ^ ^ {R — a)"'. 

On utilise alors HI pour conclure. □ 


Theoreme 8 (Inegalite d’Eilenberg). Soient X un espace metrique et z un 
cycle de dimension n dans X. Il existe une constante En, qui ne depend que 
de la dimension n, telle que pour toute application 1-lipschitzienne f : X ^ 
IR on ait : 

pr 

vol(z n {/ ^ r}) ^ / vol{z n {/ = t})dt, 

Jo 

pour presque tout r dans IR. De plus, zr\{f = r} est un cycle de dimension 
n — 1 pour presque tout r € IR. 
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Pour ce resultat, je renvoie a [Gro83j page 21 et |BZ88j page 101. On 
va utiliser ce resultat avec X = K{V) et la fonction / = dist(*,.) ou * 
est une partie de K{V). L’hypothese HI du lemme [5] est en fait I’inegalite 
d’Eilenberg. 

Le lemme 0] nous autorise a prendre une suite minimisante (Vi) (pour 
vol[P']) de pseudo-varietes dans K{V), qui converge pour la distance de 
Hausdorff vers une partie compacte minimale Woo de K(V). 

Fixons maintenant a g] 0, 1[ et p > 0. On va alors demontrer le resultat 
suivant. 


Lemme 6. II existe une constante reelle An > 0 (independante de a et p), 
et une extraction : IN —)• IN telle que, pour tout i dans IN, pour tout v dans 
P^(j) et tout R dans [a, 1] on ait : 

vol(c<^(j)(i?)) ^ An{R - a)" 

ou Ci{R) = Vi riTnhe{Bi{v, R), p), Tabe{Bi{v, R), p) designant le voisinage 
tuhulaire de rayon p de la boule Bi{v,R) de Vi dans K{V). 


On raisonne par I’absurde. On suppose done que : 

(P) Pour tout reel A> 0, il existe io € IN tel que, pour tout 
i ^ io, on ait Vexistence de Vi dans Vi et de Ri G [a, 1] pour 
lesquels : 

Yo\{ci{Ri)) < A{Ri - a)" 
ou Ci{Ri) = Pj n Tube(Bi(u, Ri),p). 


Pour aboutir a une contradiction, on va construire une suite minimisante 
de cycles pour le volume de la classe d’homologie [P'] qui va converger vers 
une partie propre de Woo, ce qui contredira le caractere minimal de IPoo- 
Pour simplifier la lecture de ce qui suit, notons, pour tout t ^ 0 et i ^ zq 
dans IN : 


Ci{t) = Vi n Tube(Bi {vi,t),p) et Zi{t) = dci(t). 

Fixons provisoirement ^4 > 0. Comme la propriete (P) est supposee vraie, 
il existe une suite (r^) dans [a, Ri] telle que : 

1 

/ 1 \ n— 1 n 

vol(ci(ri)) > ( vol(zi(ri))"-i (9) 

oil Zi{ri) = dci(ri). Fn effet, cela resulte du lemme [5l applique aux reels 
a = a, fl = Ri et aux fonctions a{t) = vol( 2 ;j(t)) et v{t) = vol(cj(t)). 

Il vient alors ; 

( rt —1 

vol(ci(ri)) j 

1 ^ 1 ^ 

^ Annvol{ci{ri))~^ ^ Ann vo\{ci{Ri))~^ 

i n-l li-ll 

^ Ann A ^ Ri" ^ An. 
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Supposons maintenant que : 

An ^ On-i, (10) 

ou an-i est une des deux constantes definies par le theoreme [5] (voir page 

n. 

En vertu de ce theoreme, il existe, pour tout i io, une chaine Ci de 

dimension n dans K{V), dont le bord est Zi{ri), qui est contenue dans le 

1 

voisinage tubulaire de rayon e* = /3n-i vol(zi(rj)) "-i et qui verifie : 

n 

vol{Ci) ^ Pn-iyo\{zi{ri))^-^ (11) 


On considere maintenant la suite de cycles : 

V- =Vi- Ci(ri) + Ci (i ^ io). 

On va demontrer qu’il s’agit d’une suite minimisante pour le volume de la 
classe d’homologie \y'] qui (a une extraction pres) converge (pour la distance 
de Hausdorff) vers une partie propre de VEoo- 

Tout d’abord, pour i ^ io et pour A petit, les E/ sont homologues a V. 
En effet, pour tout i ^ io, dci{ri) = dCi = Zi{ri) done Ci — Ci{ri) est un cycle 
de dimension n dans K{V). Puis on a pour i ^ io, en vertu de la propriete 
(P) page [Ml Yol(cj(ri)) ^ A. Ainsi, pour i ^ io : 

n 

vol(C'i - Cj(ri)) ^ vol(cj(rj)) + vol(C'i) ^ A + ,d„_ivol(zj(ri)) "-i 

^ A +l3n-i{An'^)n-i wo\{ci{ri)) ^ A +/3„_i(An)^. 

Pour 

n 

A +/3n-i(An )—1 ^ an, (12) 

Ci — Ci{ri) est un bord selon le theoreme O 

Lemme 7. Pour un choix convenable de la constante A, on a : 

lim vol(l//) = vol[E']. 

i^ + CxD 

Demonstration. Montrons tout d’abord que : 

vol(cj(rj)) - VolRemp(zj(ri) C Ar(E)) —0. 

i —>+00 

On raisonne par I’absurde. Supposons que, quitte a extraire, on ait, pour 
tout i ^ io, vol(ci) — Vol Remp(zj(rj) C K{V)) ^ 7 > 0. On considere la 
suite de cycles V" = Vi — Ci{ri) + Wi, ou Wi est une chaine de KiV) telle que 
vol(lTi) ^ Vol Remp(zj(ri) C K{V)) + 7 et dWi = Zi. On pent d’ailleurs 
supposer que vol(VEi) ^ vol(cj(rj)) 

Pour i iQ, chaque V-' est encore homologue a R', a condition que A 
soit suffisamment petit. En effet, pour i ^ io, VR — Ci(rj) est un cycle de 
dimension n dans K{V), et on a (grace a la propriete (P)): 

vol(lEj - Cj(ri)) ^ vol(ci(rj)) + vol(VR) ^ 2A. 

Ainsi, toujours par le theoreme El le cycle Wi — Ci{ri) est un bord des que : 

A^^. (13) 
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Or 

vol(l//') ^ vol(yj - Ci(ri)) + \o\{Wi) 

^ vol(l/i) - vol(cj(ri)) + Vol Remp(2;i(ri) C K{V)) + ^ 

^ vol(yj) - 7 + ^ ^ vol(yj) - 

II en resulte que, pour i grand, vol(V^") < vol[R'], ce qui contredit la defini¬ 
tion de vol[y']. On a done : 


vol(ci(ri)) - Vol Remp(zi(ri) C K{V)) —0 

2^+00 

Puis, pour tout z ^ zo, on a : 

vol(ci(rj)) - VolRemp(zi(rj) C K{V)) ^ 


(14) 


{An 


— vol(zi(ri))"-i - /Sn_ivol(zi(ri))’ 


n\n-1 




1 \ n—1 


Arf‘ 


- Pn-I vol(zi(rj))~-i. 


On se demande alors s’il est loisible de choisir A de sorte que (flOl) . (fT^ 
et (fU)) soient vraies avec la contrainte : 


1 \ n—1 


An^' 


— I3n-1 > 0. 


Mais on a : 


1 \ n-1 1 , 1 

-L \ ^ _ -L on—1 


An^' 


(3n-l > 0 77 ^n-l^n ^ 




Ainsi, on pent choisir A tel que 


1 \ n—1 


An^' 


— fin -1 > 0 de sorte que (fTOl) . 


(fT^ et (fT3l) soient vraies. Or, pour tout z ^ zq, on a : 

vol(ci(rj)) - VolRemp(zi(ri) C K{V))) ^ 


1 \ n-1 


AnJ 


- jin-i vol(zi(ri))"-i ^ 0. 


Par sandwich, avec (fUll . on obtient vol(zj(rj)) —;• 0. 

+ CXD 

Selon (fTTI) . on obtient vol(C'j) —0 et Vol Remp(zj(rj) C K{V)) —0. 

+00 ' ' +00 

Selon (fUl) . on pent conclure que vol(ci(ri)) —^ 0. □ 

+ 00 

Lemme 8. Ou pourquoi il n’y a pas de doigt. Quitte a extraire, la suite 
iyi) converge pour la distance de Hausdorff vers une partie compacte propre 
IVi de IVoo. 


Demonstration du lemme\E Quitte a extraire, la suite (yf) converge pour 
la distance de Hausdorff vers une partie compacte IVi de K{V). On exhibe 
alors un point w G Woo Qui n’est limite d’aucune suite (wi) telle que Wi € Vf 
pour tout i ^ zq. Rappelons que Cj(rj) = Vi O Tube(R(z;i, rQ, p), de sorte 
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que, pour tout i ^ iq, on a dist(ui, Zj(rj)) ^ p, ou “dist” designe la distance 
dans K{V). 





Figure 6. Couper les doigts 


Quitte a negliger une nouvelle extraction, on pent supposer que I’on a : 
Vi —^ w G Woo- 

H-oo 

Considerons une suite (wi) telle que, pour tout i ^ io, on ait Wi G Ci. 

Rappelons nous aussi que Ci est contenue dans le voisinage tubulaire de 

1 

rayon e* = /3n-ivol(zj(rj)) de Zi{ri) et que Ton a e* —> 0. 

H-OO 

A partir d’un certain rang, on aura done dist(u)j,tt)) ^ puisque Ton a 
dist{zi{ri), Vi) ^ p. En effet : 

dist( 2 :i(ri), Uj) ^ dist{zi{ri), Wi) + dist(rci, w) + dist(rt;, Vi) 

et dist(zi(^i))^ 0, dist{w,Vi) —> 0. 

H-OO H-oo 

Le point w ne pent etre limite d’une suite (wi) telle que Wi G Ci pour tout 
i ^ iQ. Mais, pour tout tc- G V- \ Ci, on a dist(uj,u;-) ^ p : ainsi w ne 
pent etre limite d’une suite {wi) telle que Wi € a partir d’un certain rang. 
Selon le resultat R1 (page ET]) , w ^ Wi . 

Montrons enfin que VFi C Woo- Soit wi G Wi. II existe alors une suite 
(u() dans KiV) telle que v[ —wi et u' G a partir d’un certain rang. 

-)-oo 

Supposons, qu’a partir d’un certain rang, on ait v[ ^ Ci. Le point wi est done 
dans Woo, d’apres le resultat Rl. Sinon, quitte a extraire, on pent supposer 
que u' G Cj a partir d’un certain rang. Dans ce cas, dist(zj(D))'I’O —^ 0. II 

H-OO 

existe done une suite (xj) dans K{V) telle que Xi G Zi{ri) et dist(xi, v[) —0. 

H-OO 

Par compacite, quitte a extraire, on pent supposer que Xi —> x. D’apres le 

H-OO 

resultat Rl, x G Woo- Mais, par inegalite triangulaire, on obtient v) —> x. 

+00 

Par unicite de la limite, il vient wi G TFoo- 

En conclusion, Wi est une partie compacte propre de Woo qui est limite 
d’une suite minimisante de pseudo-varietes, ce qui contredit le caractere 
minimal de Woo- IE 
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Le lemme [ 6 ] est alors prouve. Ce lemme etant vrai pour p arbitrairement 
petit, le theoreme B est alors demontre, la metrique riemannienne lisse par 
morceaux sur les pseudo-varietes Vi etant celle fournie par la remarque [ 2 ] 
page m L’application /* etant egale a la restriction de F a chaque Vi (voir, 
pour les notations, le lemme [3] et la page [19]). 

4.2. La demonstration du theoreme A. Fixons e > 0. On prend 
un cycle geometrique normalise (Vi,/i, 5 fi) tel que syst(Vi,/i, 51 ) = 2 et 
/i) <?i) ^ ^{h) -|-ei ou £1 >0 est petit. Pour £2 > 0, suffisamment 
petit, et Vo une partie suffisamment dense de Vi, on pent construire le com- 
plexe K{Vi), ainsi que le plongement V = o I^iVi) de Vi dans KiVi). 

L’application o Iq etant lipschitzienne de rapport ---—, on a : 

1 — 262 

vol(P') ^ _^ 2£2 ) 

Puis, le theoreme B nous donne, pour tout a fixe dans ]0, 1], une suite 
{Vi,fi,gi) de cycles geometriques, qui representent la classe d’homologie h, 
telle que : 

( 1 ) vol(Pi) ^ vol[P'] ; 

( 2 ) Pour R G [a, 1 ], les boules B{R) de rayon R dans chaque 
Vi verifient ; 

voliB{R))^ An{R-ar (15) 

Comme vol[14'] ^ vol(14',il vient vol[V^'] ^ ^ vol(Vi,( 7 i). 

Soit 63 > 0. Pour i suffisamment grand, puisque vol(Vi) —> vol[14'], on a : 

+00 

vol(14) ^ (1 -F £3) -^262 ) 

Or vol(Pj, 5 'j) = vol(Pj), et, d’apres le theoreme (TJ on a : 

2 = syst(Vi,/i,/i)) ^ syst{Vi,fi,gi). 

II en resulte que : 

cr{Vi,fi,gi) ^ (1 + £ 3 ) _^ 2 £ 2 ) 

^ (1 + £ 3 ) (o'(h)-I-£ 1 ). 

Un choix judicieux de £1, £2 et £3 permet d’obtenir, pour i suffisamment 
grand : 

cr{yiJi,9i) ^ CF{h) +£■ 

Puis on a a{h) ^ ^ , done, en utilisant I’inegalite cr(Vi, fi,gi) ^ 

syst( Vi^ ji^ Qi) 
a{h) -|- £ 1 , on obtient : 

<7(^1,/i,5i) -£i ^ ^ (T{Vi,fi,gi). 
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Cela amene : 


vol(Vi,/i,c/i) 


2^£i ^ 


2n 

syst(Vi,fi,gi)^ 


vol(Vi,gi). 


A partir d’un certain rang, on obtient finalement, en utilisant I’inegalite 

GSl), 


syst(Vi,fi,gi)^ 


vol(Vi,gi) 

vol(Vi,fi,gi) - 2’^ei 


^ 2"'(1 + £ 4 ), 


pour tout £4 > 0 fixe a I’avance. 

Techniquement, on a done prouve que, pour tout £>0, a>0et6>0 
petits, il existe un cycle geometrique {V,f,g) representant h tel que 


/) 5 ) ^ <7(^) + ^ et vol{B(R)) ^ An{R — a)^ 
pour tout R G [a, |syst(y, /, g) — b], ce qui acheve la preuve du theoreme A. 


5. AUTOUR du THEOREME A ET DE SA DEMONSTRATION 

Je vais, dans ce paragraphe, donner quelques consequences immediates du 
theoreme A et commenter quelques notions rencontrees, notamment donner 
une definition alternative des cycles reguliers. 


5.1. Quelques consequences du theoreme A. La premiere consequence 
concerne le volume systolique d’une classe d’homologie non nulle dans 
i/„( 7 r;Z), lorsque tt est un groupe de presentation finie. 


Theoreme 9. Soient vr un groupe de presentation finie et n 1. II existe 
une constante Cn > 0 , qui ne depend que de n, telle que pour toute classe 
d’homologie non nulle h dans Hn{'K;1j) on ait : 

a{h) Cn- 


Demonstration. Soit h G i?„( 7 r;Z). Fixons provisoirement e > 0. II ex¬ 
iste alors, selon le theoreme A, un cycle geometrique e-regulier (y, /, g) qui 
represente la classe h. Soit u G F. On a alors : 

vo\{V,g) vol{B{v, isyst(F,/,£?)) ^ ^ syst{V, f, g)"-. 

II en resulte que a{V,f,g) . Ainsi : 

^ih)+£fi^. 


En faisant tendre e vers 0, on obtient le resultat souhaite, avec Cn 


A 

2n 


□ 


On pent alors en deduire une preuve de I’inegalite systolique de Gromov. 


Inegalite systolique de Gromov. II existe une constante Cn > 0 telle 
que pour toute variete essentielle et orientable M de dimension n on ait : 

a{M) Cn- 
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Demonstration. Soit M une variete essentielle orientable de dimension n, de 
groupe fondamental vr. II existe une application f : M ^ K{Tr,l), unique a 
homotopie pres, telle que /*[M] = h ^ 0, oil 

est le morphisme induit en homologie. D’apres le theoreme[9l on a cr(/i) ^ 
Cn, pour une constante universelle Cn > 0 qui ne depend que de re. Mais 
(M, f) est une representation normalisee admissible de h : selon IBBIOI . on 
aaiM) = a{h). □ 

5.2. Cycles reguliers et remplissage. Considerons un complexe L, muni 
d’une metrique riemannienne lisse par morceaux, dans lequel les cycles veri- 
fient une inegalite isoperimetrique semblable a celle du theoreme [5j Plus 
precisement on suppose que la propriete suivante est verifiee dans L. 


Inegalite isoperimetrique dans L. Pour tout cycle z de dimension re 
dans L, il existe une constante Cn telle que : 

7T.^b 1 

VolRemp( 2 ; C L) ^ c„[vol( 2 :)]“^. (17) 

Definition 6. Soit (17, /, g) un cycle geometrique inclus L, g etant la metrique 
induite par celle de L. Soit e g]0, ^syst{V, f, g)[. On dira que {V,f,g) est d 
remplissage e-regulier lorsque pour tout R dans [e, ^syst(17, /, g)[, les boules 
Bv{R) de rayon R dans V verifient : 

vol(Bv(R)) 4(1 + e)Vol Remp(dBy(R) C L) (18) 

Remarque 13. Comparer avec la definition donnee en [CroSSj . 6.4 page 70. 

Theoreme 10. Soit {V,f,g) un cycle geometrique d remplissage e-regulier 
dans L. Pour tout R dans [e, ^syst{V, f, g)[, Les boules By{R) de rayon R 
dans V verifient : 

voliBv(R))>CniR-er, 

pour une certaine constante Cn qui ne depend que de re. 

Demonstration. Soit R € [e, ^syst(17,/, g')[. On pose z{R) = dBv(R), qui 
est un cycle de dimension re — 1 dans L. Avec les inegalites (|17p et m , on 
obtient : 

1 

vol{Bv{R)) 4 (1 + e)Cn[Yol(dBv(R))] —. 

Le lemme [5] assure alors que : 

voUBviR)) ^ ^- (R-sT, 

ce qui est le resultat souhaite avec Cn = 7 -^— ,, , . □ 

(2c,)—i(re)- 

Remarque 14. Assurer I’existence de cycles a remplissage e-regulier dans le 
complexe K(V) pourrait permettre de demontrer le theoreme A. Mais une 
telle existence n’est pas plus facile a etablir que la demarche proposee id 
dans la preuve du theoreme A. 
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